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ANNEXE 2

Exercice composé de 5 parties qui peuvent étre traitées indépendamment les
unes des autres. Chaque partie est notée sur 4 points.
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L'épreuve est constituée de cing parties, qui peuvent étre traitées de fagon indépendante.
Si au cours de I'épreuve un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncs, il le

signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu'il sera amené a prendre.

PARTIE 1:

Soit neN*. Soit (e1, e,..., €2n+ 1) la base canonique de R * 1,
Soit ¢ 'endomorphisme de R*™" défini par

{(ex) =eqpourk #n + 1

et

¢(en+ 1) =eq+ ey .+ €on + 1

Soit T la matrice de ¢ dans la base canonique.

1) Déterminer la matrice T.

Montrer que Im(Z) et Ker(Q) sont supplémentaires
Donner une base de Im() et de Ker(Q).

2) Soit ¢* la restriction de  a Im(Q).

a) Montrer que {* est un endomorphisme de Im(?).

b) Soit T* la matrice de * dans la base de Ker(?) déterminée en 1).
T* est-elle diagonalisable ?

c) T est-elle diagonalisable ?

PARTIE 2 :

Soitae Raveca>0

Soit f une fonction de [0, a] dans R telle que :
fest continue,

f est strictement croissante sur [0, a],

f{0) = 0,

fest dérivable sur]0, q[

etVxel0, af,f(x)>0

1) a) Montrer que f admet une fonction réciproque g.

b) Donner les caractéristiques de g : intervalle de définition, sens de variation
continuité, dérivabilité, g(0). : :

2) Soit h la fonction définie par

(* (™)
hx)= | fitydt + | g(u)du - xfx)
0 Jo

a) Montrer que h est continue sur [0, d]
b) Montrer que h est dérivable sur 10, of et calculer A’(x)
c) En déduire h(x)

3) A partir d’un raisonnement graphique, trouver directement la valeur de h(x)
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PARTIE 3 :

Soit P un polyndme de R.[X] et Q le polynébme de Rq[X] défini par
QX)=P(X+1)

On appelle f 'endomorphisme de R,[X] défini par

fiP—-Q

1) a) Quelle est la matrice M de fdans la base canonique de Ry[X] ?

b) Montrer que f est bijectif et que f " est I'endomorphisme g de R [X] défini par
g: P—Qavec Q(X)=P(X-1)

c) Quelle est la matrice P de g dans la base canonique de R,[X] ?

d) Soit (Uo, U1, Uz,..., Un) &t (Vo, V1, Va,..., Vn) deux &léments de R™ tels que,
pourp=0,...,n

p ( p )
U = Z | |Vk
k=0 | k|
Montrer que, Vp =0, ..., n
p p-k [ p ]
Vo= 2 (1) | | uk
k=0 Lk J

2') Soit A 'ensemble constitué des éléments ay, a,, ..., an et B 'ensemble constitué
des éléments by, by, ..., by. On appelle Snpl'ensemble des surjections de A dans B et
Sn,p le cardinal de S, .

a) Montrer que

n [ p ]
p "= Z l l Sn .k
k=0 | k|
b) Déduire de ce qui précede que
P p-k [ p
Snp= 2 (1) | |k°
k=1 Lk

3 ) Soit FI'ensemble des applications de A dans B et FjI'ensemble des applications
de A dans B telles que b; n'ait pas d'antécédent.

a) On prend p = 3. Quelle relation lie F, Fy, F,, F3 et Sn3?

b) Déterminer alors Card F1 N F, N F5

c) En déduire sy 3

4 ) On prend maintenant p quelconque. Démontrer, en généralisant le résultat de la
question 3, le résultat obtenu en 2)b) '
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PARTIE 4 :

Soit un marché sur lequel deux biens, un bien 1 et un bien 2, sont échangés
entre un vendeur et un acheteur.

l.a demande

Les quantités demandées de bien 1 par I’acheteuer’ € R+ sont fonction du
prix du bien 1 P e R+, du prix du bien 2 P,e R+ et du revenu du

consommateur Ye R+. Plus précisément on a la demande de bien 1
suivante :

Q' =K,Prppey* (@)
ou K,>0,a,<0,2,>0,b >0 sontdesparamétres supposés constants.

Pour les quantités de bien 2, Qf e R+. Plus précisément on a la demande
de bien 2 suivante :

Qg = K2P1321P2322yb2 (b) »
ol K, >0,a,, <0, a,, >0, b, >0 sont des paramétres supposés constants.

L’offre

Les quantités offertes de bien 1 QF € R+ par le vendeur sont fonction du prix
du bien 1. On a Poffre de bien 1 suivante :

Qf =M,P (©)
ou M, >0,n, >0 sont des paramétres supposés constants.

Les quantités offertes de bien 2 Q; € R+ par le vendeur sont fonction du prix
du bien 2. On a I'offre de bien 2 suivante -

Cg::h@Fyz
ou M, >0,n, >0 sont des paramétres Supposés constants.

L'objectif est de déterminer quels sont les effets sur les prix lorsque le
gouvernement met en place une taxe sur la consommation ou sur la
production, par rapport a une situation od il n'y a pas de taxes. On fait
I'hypothése que les paramétres sont tels que les résultats obtenus aient du
sens, et plus précisément que les prix seront positifs.

1) En supposant que le revenu du consommateur Y e R+ est une donnée

exogene, déterminer les prix d'équilibre de chaque bien correspondant a
['égalité entre l'offre et la demande.

2) Imaginons que le gouvernement mette en place une taxe proportionnelle
sur la consommation de bien 1, taxe notée 77 >0. Cette taxe a pour effet

de modifier les quantités demandées de bien 1 et 2, le prix P, étant
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remplacé par (P, +77) dans (a) et (b). En revanche, la production n'est pas
taxée, donc l'offre n'est pas affectée par cette taxe.
Déterminer dans ce cas les nouveaux prix d’équilibre.
Comparer ces prix a ceux déterminés dans 1)

3) Imaginons maintenant que le gouvernement mette en place une taxe
proportionnelle sur la production de bien 1, taxe notée 7, > 0. Cette taxe a

pour effet de modifier la quantité offerte de bien 1, le prix P, étant remplacé

par (P, +;') dans (c). En revanche, la consommation n'est pas taxée, donc

la demande n’est pas affectée par cette taxe. °
Déterminer dans ce cas les nouveaux prix d’équilibre.
Comparer ces prix & ceux déterminés dans 1)

PARTIE 5 :

L'objectif de I'exercice est de déterminer I'évolution de deux variables au cours
du temps. On admet que le temps est continu.
Soit C(f)e R+ la consommation & la date ¢t te [0,4e[. On cherche &

maximiser la fonction V, qui représente la satisfaction du consommateur en

date 0 :
SO\ -1 . .
V= j-ﬂ-e ”dt avec 0 <68 <1, p >0 quisont des paramétres.
; _ . .

La production a la date ¢, notée Y(f)e R +,

Y(t)= AK(t)*H(t)"=
ol A>0,0<a<1 des paramétres technologiques, et ol K(t)e R+ et
H(t)e R+ représentant respectivement le nombre de machines et la valeurs
des compétences humaines a la date t.
L'investissement en machines, I(t) et celui en compétences humaines 1,(t)
prennent la forme suivante ;

dK(t)
(t)=——=+ SK(t
(t) ===+ 5K(t)
dH(t)
I,(t)y=—L+S5H(t
=TGR
L'équilibre sur le marché impose la condition suivante °

Y(t)=C(t)+ 1 (t)+1,(t)

ol & >0 un paramétre.

1) Afin de déterminer I'évolution optimale de la consommation au cours du

temps, on admet qu'il convient de travailler sur la fonction suivante (que I'on
appelle Hamiltonien) : :

J:i?;‘_a;e—pr +v(t)g—§§i)+ ﬂ<f)€‘-($+m(t)[m)gC(t>—-lx(t>—/H<f>]

ol v(t)e R, u(t)e R, a(t)e R.
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Sachant que les conditions d’optimalité sont
o/ o 3 B
aC(t) al(t) ol (1)

oJ  dut)

oK(t)  df

oJ _ du(t)

OH(t)  dt
Déterminerm.
)

dC(iy
En déduire la valeur du taux de croissance de la consommation _CT)QL

2) La consommation C(0) en en t=0 est supposée connue. Déterminer la
consommation C(t)

On cherche a ce que lImMV(t) s +w en f = 4o et que le taux de croissance de
la consommation soit positif. Déterminer lintervalle auquel p+6 doit
appartenir pour satisfaire ces deux conditions.

3) Si 'on admet que
5"%5)_2 (B=8)K(t)-C(t)

ol B> est un paramétre.
On se trouve a I'état stationnaire, c'est-a-dire que le taux de croissance de

dK(t)
O e
K(t)
de croissance.

» est constant. Montrer alors que K(t) et C(t) ont le méme taux

4) Si 'on pose tlin;K(t)e’(B“”t =0, et que I'on a K(0)=K, donné, déterminer

I'évolution des machines au cours du temps K(t). En déduire C(0).
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